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“ Automaten

n sollen Sprache erkennen

Starten in Anfangszustand @
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~ Automaten

n sollen Sprache erkennen

Starten in Anfangszustand @

abhangig von @
gegenwartigem Zustand

a

gelesenem Zeichen
neuer Zustand g = d(g,a)

bereits gelesener Input
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~ Automaten

n sollen Sprache erkennen

Starten in Anfangszustand @

abhangig von @
gegenwartigem Zustand

a

gelesenem Zeichen
neuer Zustand g = d(g,a)

_______________________

bereits gelesener Input
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~ Automaten
n sollen Sprache erkennen

Starten in Anfangszustand @

abhangig von @
gegenwartigem Zustand

gelesenem Zeichen a
neuer Zustand q = d(g,a)
0/.10|13|1|4|E|+|0|2 - Wenn Wort w komplett eingelesen,

_____________ wird es akzeptiert, falls Automat

! in einem Endzustand q,IF ist.
Input komplett gelesen
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Definition: Automat (DFA)

Sei S ein Alphabet. Ein deterministischer endlicher S-Automat A besteht aus

Q - einer endlichen Menge von Zustanden
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Definition: Automat (DFA)

Sei S ein Alphabet. Ein deterministischer endlicher S-Automat A besteht aus

Q - einer endlichen Menge von Zustanden

e

do 1 Q - einem Anfangszustand

© H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg



" Definition: Automat (DFA)

Sei S ein Alphabet. Ein deterministischer endlicher S-Automat A besteht aus
Q - einer endlichen Menge von Zustanden
d:Q"S®Q - Transitionsfunktion
o 1 Q - einem Anfangszustand
@ neuer Zustand
d(g,a)=9
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Definition: Automat (DFA)

Sei S ein Alphabet. Ein deterministischer endlicher S-Automat A besteht aus

Q - einer endlichen Menge von Zustanden
d:Q " S®Q - Transitionsfunktion
o 1 Q - einem Anfangszustand

neuer Zustand

d(g,2)=q'

ajlC
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Definition: Automat (DFA)

Sei S ein Alphabet. Ein deterministischer endlicher S-Automat A besteht aus

Q - einer endlichen Menge von Zustanden
d:Q " S®Q - Transitionsfunktion

o 1 Q - einem Anfangszustand

FTQ - einer Menge von Endzustande

9, 1 FIQ
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* Definition: Automat (DFA)

Sei S ein Alphabet. Ein deterministischer endlicher S-Automat A besteht aus |
Q - einer endlichen Menge von Zustanden
d:Q " S®Q - Transitionsfunktion
o 1 Q - einem Anfangszustand
FIQ - einer Menge von Endzustande
Schreibweise: A=(Q,S,d qy F)

neuer Zustand

d(g,2)=q'

ajlC
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n Graphische Notation fir Automaten
Zustande - Knoten

ein Anfangszustand g, TQ
Zustandsubergange - beschriftete Kanten

eine Menge von Endzustianden F T Q

n Wort wird akzeptiert, falls es
beginnend im Anfangszustand
den Automaten in Endzustand tberfihrt

0

A A A
(o)) ——(=)

zweiEinsen.jff |

al n I

el

Zustandsiubergangsgraphen

d(g,2)=q

Hier z.B.:
Q ={00,04,92}
F={0,}
d(do.0) = do
d(do,1) = g4
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Bininteger-Automat

n Automat Uber dem Alphabet S={0,1,+,-}.

Automat:

Q={do, 41, G2 U3, Uy}
n Erkennt alle giltigen Binaren Integer d, ist Anfangszustand

optionales Vorzeichen |
keine fuhrenden 0-en erlaubt F={ q,,0; } Endzustande

n Entspricht dem reguldren Ausdruck
[+.-1? (O | 1(O]1)*)

| »

q, .Error‘-Zustand
* nicht akzeptierend
» kann nicht verlassen werden

Binlnteger.jff =

] [»]
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JFLAP output

A kz e p tan i £ Traceback [ |[B)X]

n Ein Wort wI'S* wird akzeptiert, falls
es vom Anfangszustand in einen
Endzustand fihrt

+1011 fdhrt
zu g, IF

> akzeptiert

[ Editor | Simulate: +1011 | Simulate: -0100 |

-0100 flhrt

zu g, IF

P nicht
akzeptiert

Binlnteger.jff

Freeze
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Laufe

n Wort beschreibt Weg durch den Automaten
Wort w=w,w,..w, ist Fahrplan
Jedes Wort ist gultiger Fahrplan, weil d(q,a) fur alle g und alle a definiert

n Ein Lauf ist die Folge der dabei besuchten Zustande
w; 2 S

Lauf fur das Wort w = w,w,..w,

Beginnt der Lauf im Anfangszustand und
endet er in einem Endzustand,
so wird das zugehdrige Wort akzeptiert
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n Ausdehnung von d auf Worte

n d*:Q  S*® Q definiert durch
d* d*(q, e)=q
d*(q, a.u) = d*(d(q,a),u))

n A akzeptiertw U d*(g, w) TF

n Ein Zustand g heillt erreichbar, falls es ein
Wort w gibt mit d*(qy, W) = q

JHondetermimsuc states are highlighted.

d*(q,,1100) = q,
d*(q,,1010) =aq,

q, ist nicht erreichbar
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Sprache eines Automaten

Die Sprache eines Automaten ist die Menge aller Worte, die

er akzeptiert. Formal:
L(A) ={w IS* | d*(qo,w) T F}

n Beobachtungen

elTL(A) U q,TF

nicht erreichbare Zustande
konnen entfernt werden. Fir
den restlichen Automat A' 1 : | | rll

gilt :

L(A) = L(A) — -
Beispiel: w 1 L(A) U

w=¢e oder (w),mod3=0
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Implementierung

n Automaten sind leicht zu implementieren
n d:Q”° S® Q als Tabelle
n FTIQ
n g I Q
° F={dy, a5}
init = q.

[ »

d 0] 1 + -

Qo | % 0 |9 A2
d; | U4 s | Y4 J4
92 |4 Oz | Y4 J4
s | Q3 s | U4 Jy
Js | Q4 Ja | Q4 da

[4]

< 3
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ervollstandigung

n Noch kein DFA

d nicht total definiert digit digit

d + - Ziffer |. Endzustand?
Qo |Gsa |94 [0 Jo false
d, d op d, true
dJ, K > false
Q3 Js Q3 true
o o d4 false
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digit

1

digit
S0

“Vervollstandigung durch Fangzustand

digit

d + - Ziffer

Jo |4 ds | Us Js
J s |0s | O op
> (UG5 |9 |Gs s
s (05 |95 |Os Qs
42 |95 (95 | Os
s |05 |05 [Os Js

Endzustand?
do false
q, true
ds false
s true
d4 false
s false
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- Komplementautomat

n Zu jedem Automaten A = (Q,S,d,q,,F)
gibt es einen Automaten ‘
A mit L(A) = S*-L(A). >
Beweis: Wihle A := (Q,S,d,q,,Q-F). Dann gilt:

—~

nw T L(A) U d*(g,w) T Q-F 7/ Def. A
U d*(qow) TF
UwTL(A)
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"Produktautomat

A = (P,S,ds,po,Fa) und B =(Q,S,dg,q4,Fg) seien Automaten

n A'B=(P Q,S, dsp, (Podo) Fa Fg)
da-g((P,0),2) = (da(p,a), dg(0,2))

@ 0 , 0
T, @

// 1.Komp. in Fy, 2.in Fg

// komponentenweise

0,1

A

0 O

>\
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"Produktautomat

A = (P,S,ds,po,Fa) und B =(Q,S,dg,q4,Fg) seien Automaten

n A'B=(P Q,S, dags (Podo) Fa Fg) // 1.Komp. in Fy, 2.in Fg
da-g5((p,0),a) = (da(p,a), dg(q,a)) // komponentenweise

0,1
A

O D
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Produktautomat

A = (P,S,ds,po,Fa) und B =(Q,S,dg,q4,Fg) seien Automaten

n A'B=(P Q,S, dags (Podo) Fa Fg) // 1.Komp. in Fy, 2.in Fg
da-g5((p,0),a) = (da(p,a), dg(q,a)) // komponentenweise

n Lemma: d,- 5*((p,q),W) = (da*(p,w), dz*(q,w)) fir alle w TS*.

Beweis: (Ubung, Induktion Giber w)

n L(A"B) = L(A) C L(B)
Beweis: WIL(A"B) U da-5*((Po,G0),W) T Fo"Fg // Def. Fp-g
U (da*(pg,w), dg*(go,w)) T Fo Fg // Lemma
O d *(po,w) T F,und dg*(go,w) T Fgz // komponentenweise

UwTLA) C L(B) // Def. L(A), L(B), C
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* Parallelitat und Produktautomat

n Parallele Komposition
A und B laufen gleichzeitig
synchron

n Akzeptiere Input, falls
beide Automaten in Endzustand P L(A) CL(B)
mind. ein Automat in Endzustand : P L(A) EL(B)
n F=(F,” Q) E (P Fyp)

A
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Produktautomat

Produktkonstruktion liefert nicht unbedingt den einfachsten Automat

n Hier:

ein Zustand nicht erreichbar - entfernen
zwei Zustande verhaltensgleich

gleiches unerreichbar
Verhalten
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1
Produktautomat

Produktkonstruktion liefert nicht unbedingt den einfachsten Automat

n Hier:
ein Zustand nicht erreichbar - entfernen
zwei Zustande verhaltensgleich - verschmelzen

o
|

Einfachster Automat
far L(A) CL(B) ?
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Homomorphismus

A=(Q,,S,d,,04,F,) und B=(Qg,S,d;,05,Fg) Automaten
Abbildung J: Q, ®Q; heillit Homomorphismus, falls

J(da) =0 // j erhélt Startzustand
"q TQp: qgTF, U j@TFg // j erhélt Endzustéinde
g TQ,:"alS: j(da(9,2)) = ds(§(),a) // j erhalt Transitionen




Homomorphie P Sprachaquivalenz

Ist J : A® B ein Homomorphismus, dann gilt L(A)=L(B)

Lemma: Es gilt  j(d,*(g,w)) = da*(§(q),w).
Beweis (Ubung) Induktion Uber Aufbau von w.

Beweis des Satzes:
w T L(A) U d*(uw) TF,

U J (d*@aw) T Fg

© H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg



‘Kongruenzen

n Eine Kongruenzrelation Q auf A=(Q,S,d,q,,F) ist
eine Aquivalenzrelation auf Q
mt” (P 1Q LPEPTFUQTF
2. ""alS: d(p,a) Q d(g,a)

Aquivalenzklassen: [p]Q :={qTQ]| p Q q}

Beispiel:
Im gezeigten Automaten definiert
die Klasseneinteilung

{{00.95.961.{01,92}. {05} {A.}}
eine Kongruenzrelation.
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Aufgaben

n Homomorphismen erhalten Laufe:
Ist j : A ®B Homomorphismus, dann gilt auch fiir alle qTQ, und alle w in S*:

3 da*(q,w) = dg*(@(q),w)
Hinweis: Induktion Uber Aufbau von w.

n Komposition von Homomorphismen:

A:(QA’S’dA’qA,FA), B:(QBasidBan,FB) und C :(Qc,s,dc,qC,FC) Automaten,
J : A®B und y: B ®C Homomorphismen.

Dann ist die Hintereinanderausfihrung
Vo] :A®C
ein Homomorphismus

n Ker j ist Kongruenz:

J : A ® B sei Homomorphismus, dann ist

_Ker j={(p,) TQA:§(p) =3(0)}
eine Kongruenzrelation.

n Fortsetzung auf Worte:

Ist Q Kongruenz, dann gilt fiir alle w T S* :
pQq P d*(p,w) Q d*(q,w)
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“’Faktorautomat

Sei Q eine Kongruenzrelation auf A=(Q, S, d,q,,F), definiere:
A/Q = (Q/Q1 81 dQ! qQ’ FQ)

mit
Q/Q={[dlQ | qTQ}
do = [00]Q
Fo:={[a{Q | qe1F } // wohldefiniert, weil Q Kongruenz

und do([alQ, @) :=[d(g,a) ]Q  // reprasentantenweise.
// wohldefiniert, da Q Kongruenz

1| x| #»| |Hint | Complete|| Done?

| b

-
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"Faktorautomat

Sei Q eine Kongruenzrelation auf A=(Q, S, d,q,,F), definiere:
A/Q = (Q/Q, S, dy, Ao Fo)

mit
Q/Q={[dlQ | qTQ}
Jo = [0,0]Q
Fo:={[a{Q | qe1F } // wohldefiniert, weil Q Kongruenz

und do([alQ, @) :=[d(g,a) ]Q  // reprasentantenweise.
// wohldefiniert, da Q Kongruenz

| 3 || ;f‘?| |Hint || Complete || Dune?|

[ »

-

W —=======" ]
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"Homomorphiesatz

Satz: A Automat, Q Kongruenz. Dann definiert

Po: A® A/Q mit py(a) :=[q]Q
einen Homomorphismus und es gilt Q = ker py,

Beweis: Wir rechnen die Homomorphieregeln nach
1. // p, erhalt Startzustand:

Po(de) = [90]Q // Definition p,
=do // Def. von Startzustand in A/Q
2. // pq erhalt Endzustande
qlF, U [q]Q I F, // Def. Endzustéande in A/Q
U po(@) I Fq // Definition p,
3. // pg erhalt Transitionen
Po(da(0,2)) = [dA(9.2)]Q // Def. p,
= do([a]lQ,a) // Def. von d, in A/Q
Schliellich:

(p.a) Tker p, U po(p) =po(a) U [p]Q=[q]lQ U (p.a) TQ
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2. Minimierung und Grenzen von Automaten

Trennbarkeit
Nerode-Lemma

Pumping Lemma

nicht regulare Sprachen
Minimierung
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Ziel : Minimierung

n A Automat, Q Kongruenz. Dann gilt L(A) = L(A/Q).

Folgt aus dem vorigen Satz.
Wenn Q nicht trivial, dann hat A/Q weniger Zustande als A
Gesucht: Q, so dass fiir moglichst viele p,g T Q gilt: p Q q.

n Gesucht: Q, so dass fiur mdglichst viele p,gT Q: p Qq.
Es muss da eine Grenze geben ...

n Kriterium fur (p,q) 1 Q ?
d*(w) TF,d*gw) TFP (p.g T Q // 2. Kongr.Bed.
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Das ,,Gedachtnis” von Automaten

n Jetzt menschelt es
keine Angst, wir werden bald wieder praziser

n Angenommen, Automat A ,will“ ein Wort w erkennen.
Nachdem Anfangsteil u eingelesen ist, befindet er sich
im Zustand g = d*(qg,u).

Ob er den Rest v, und damit w = uv akzeptiert, hangt
nur vom Zustand g ab.

n ¢ ist die einzige Information, die sich der Automat
~-merken® kann, nicht aber, wie er zu g gekommen ist.

Konkret: .
Wennw =uv I L und d*(qg,u) = q =_d*(qq,u’),
dann muss auch w'=u'v I L
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n Sehr sympathisch
n Kkennen wir alle
n aber was bedeutet das genau ?

n Beispiel: Asoll L ,,={a""| n 30 } erkennen.

n Intuitiv:

Geht nicht, denn nachdem k viele a'‘s eingelesen sind, misste er sich
Automat k ,,gemerkt“ haben, um nach der richtigen Anzahl von b's in
einen Endzustand zu gehen.

Er kann sich aber nur endlich viele verschiedene Informationen
merken.

n meint: Er kann nicht fir jedes kTNat in einem anderen Zustand sein

n mathematisch:
$i1k:d*(ge.a') =q=d(qea") =q.

n einerseits : d*(qg,b) = d*(d*(q,,a’),b?) = d*(q,.ab)) T F sein
n andererseits : d*(q,b?) = d*(d*(q,,ak),b") = d*(q,,akb’) T F sein
Widerspruch !

Also gibt es keinen endlichen Automaten, der L, erkennt
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n Mit der Intuition kann man gut fundierte Vermutungen anstellen, z.B.
dass folgende Sprachen nicht von endlichen Automaten akzeptiert
werden kénnen:

L = {ab* | itk } nicht L(A) fur DFA A
n Nach i vielen a‘'s misste A sich deren Anzahl gemerkt haben, damit er i viele b's
nicht akzeptiert wohl aber jede andere Anzahl

L = {uRu | u TS* } Palindrome
L = Menge aller wohlgeformten Klammerausdriicke

L={a"™|n30}
n klein bisschen schwieriger zu argumentieren

n Die Intuition liefert aber nur Anfangsverdacht

n Wir lernen zwei mathematische Beweismethoden kennen:
Nerode Lemma
Pumping Lemma
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Trennbare Zustande

Zustand’g p und g heillen trennbar, wenn es ein Wort w gibt mit
d*(p,w) I F aber d*(g,w) T F, oder umgekehrt d*(p,w) T F und d*(q,w) T F.

n Zustande p, g sind also nicht trennbar wenn
" WIS*: (d*(pw) TF O d*(qw) TF)

n Definition: p ~, q :U p und q sind nicht trennbar.

n ~, ist eine Aquivalenzrelation:
T p~aPp -klar

p~o0 Ug~a,r Pp~,r -analog
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~, ISt Kongruenz

Auf jedem Automaten A=(Q, S, d, q,, F) ist ~, eine Kongruenzrelation.

Beweis: ~, ist Aquivalenzrelation - klar.
Kongruenz:
q~,q P "wIs* (d*@qw) TFUOd*(q'.w) TF) //Def. von ~
P " alS: " vIS*: (d*(g,av) TF U d*(q,av) TF) // Setze w=av
P " alS: " vIS*: (d*(d(g,a),v) T F U d*(d(q',a),v) T F) // Def. d*
P " alS: d(g,a) ~, d(q',a) //Def. von ~

Folgerung:

L(A) = L(A/~) I
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~, ISt grof3te Kongruenz

R sei Relation mit
1. pRq B (PTFUGTF) U (pTFUTF) d.h. (pIF O qlF)
2.pRq P "aTlS:d(p,a)Rd(p,a)

dann giltR T ~,

Beweis: Sei p R g. Wir miissen zeigen:

" wWiIS*: ("p,qTQ: pRqg P d*(p,w) TFU d*(qw) TF)
Induktionshyp.: P(w): | ""'p,aTQ: pRq P (d*(p,w) TFU d*(qw) T F)
Induktionsanfang w =e:

d*(p,e) TF U pTF U qTF U d*(q,e) TF. // Def d* u. Ax. 1 fur R

Induktionsschritt w = a.v :
Sei "p,g1Q.pRq b (d*(p,v) TFU d*(q,v) TF) // die Ind.hypothese

dann d*(p,av) TF U d*(d(p,a),v) TF // Def. d*
U d*(d(q,a),v) TF // Ax. 2 fir R u. Ind.Hyp.
// Tir d(p,a), d(qg,a), v
U d*(g,av) TF // Def. d*

Folgerungen: ~, ist grolite Relation mit den Axiomen 1. und 2.
Jede Kongruenz Q ist in ~, enthalten.
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In A/~, sind je zwei verschiedene Zustande trennbar.

Beweis: Gegeben [p]~ und [q]~ aus A/~ . (Wir schreiben ~ statt ~,)
[p]~ *[ql~ B G (p~aq) // Def [ ]~
(0.B.d.A) P $wTS* (d*(p,w) T FUd*(qw)TF)//Def -

P p_(@@*(p,w) TF_Up_@*qw) T F_//p Homo.
P d_*(p_(p),w) T F_Ud_*(p_(q),w) T F_//p_ Homo.

P d_*([p]~w) T F_Ud_*([q]~w) T F_// Defp,

P [p]~ und [q]~ trennbar // Def. trennbar
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~~ Zusammenfassung

Zu jedem Automaten A gibt es einen Automaten A_mit
n jeder Zustand von A_ ist erreichbar

n Je zweil Zustande von A_sind trennbar

n L(A)=L(A))

Beweis:

Entferne von A alle nichterreichbaren Zustande. Fir den entstandenen
Automaten A gilt: L(A)=L(A).

Setze A_:= A/~;. Verifiziere:

. Jeder Zustand in A_ ist erreichbar
. Je zweil Zustande in A_ sind trennbar
. L(A) = L(A)).
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| -trennbar

Sei L eine Sprache. Zwei Worte u, v I S* heifen L-trennbar, falls es
einw T S* gibt mit uw T L aber vw T L, oder umgekehrt.

Beispiel: L ={0, 010, 0110, 01110}
nU=0undv=01sind L-trennbar mit Hilfe von w = 0,
denn 00 T L aber 010 TL

n 01 und 011 sind nicht L-trennbar.

Beobachtung: Sind u, v T S* L-trennbar mittels w T S*, dann muss
n W ein Suffix

n U oder v ein Prafix

eines Wortes aus L sein
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" L-trennbar @ A-trennbar

L Sprache:
u,v T S*L-trennbar
Usw TS @uwITLUwTLU@uwTL UvwTL)
A Automat:
p.g T Q, A-trennbar
U $w T S*: (d(p,w)TF, U d(g,w)TF,) U (d(pw)TF, Ud(qw)TF,)

Lemma: Ist L eine Sprache und A ein Automat mit L=L(A).
Zwei Worte u, v T S* sind genau dann L-trennbar, wenn
die Zustande d*(qg,u) und d*(qg,,v) A-trennbar sind.

Beweis: u und v seien L-trennbar, dann gibt es w T S* mit
uw T L aber vw T L
U d*(q,, uw) T F aber d*(q,, vw) T F //L=L(A)
O d*(d*(q,, u),w) T F aber d*(d*(q,, v),w) TF
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/'@NerOde'Lemma

Nerode: L sei eine Sprache. Gibt es n Worte, die

paarweise L-trennbar sind, so hat jeder Automat, Anil Nerode
der L erkennt, mindestens n verschiedene Zustande.

*1956

n Beweis:
Wy, ..., W. TS* paarweise L-trennbar und L=L(A) // Voraussetzung
P d*(q,,wW,), ... , d*(qq,w,) A-trennbar // Lemma

P d*(gy,W,), .. , d*(q,,W,) paarweise verschieden // p,q trennbar P pq

P A hat mindestens n verschiedene Zustande // q.e.d.
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Anwendungen des Nerode-Lemmas

n Lg.=10, 00, 11, 011, 110, 1001, ... } = alle Binarzahlen, die
durch 3 teilbar sind.

Eine trennbare Menge mit 4 Elementenist z.B. {e, 0,1, 10 }:
n e trennteund O, dennee T Ly,.; aber Oe = OT Ly,

Ltrennteund 1, dennel T Ly, aber 11 T Ly,

n Ol trennt e und 10, denn e01 T Lg,.; aber 1001 T Ly,

n OtrenntOund 1, denn 00 T Ly aber 10 T Ly,

S

O trennt O und 10, denn 00 T Ly, aber 100 T Ly,
1 trennt 1 und 10, denn 11 T Ly, aber 101 T Ly,

Folglich hat jeder Automat, der L .. erkennt mindestens 4 Elemente

drei

trennt] e 0 1 10
e e 1 01
o) 0 0
1 1
10
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‘Nerode-Lemma

n L,,={0, 1,10, 11, 101, ... } = alle Binarzahlen ohne fuhrende Nullen

- Eine trennbare Menge mit vier Elementen ist z.B.: {e, O, 1, 01}
n e trennteund O,

n

n

n
n
n

e trennt e und 1,
O trennt e und 01,
e trennt O und 01,
e trennt 1 und 01,
O trennt O und 1,

dennee T L, aber Oe T Ly,
dennee T L, aber le T L,
denne0 T L, aber 010 T L,
denn Oe T L,,;, aber 0le T L,
denn le T Ly, aber Ole T Ly,
denn 00 T Ly, aber 10 T L,

- Folglich hat jeder Automat, der L,;, erkennt, mindestens 4 Zustande
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~ Produktautomat

Produktkonstruktion lieferte nicht unbedingt den einfachsten Automat

n Hier: S={0,1}
L =L(A) C L(B) = S*00 S*1 - Teilwort 00 und letztes Zeichen

n Zeige, dass z.B. {e, O, 00, 001} eine trennbare Menge fir L ist:
Dann muss jeder Automat fir L mindestens 4 Zustande haben

n Wie kommt man auf diese Menge ?
Wenn man schon einen Automaten mit L=L(A) hat, gilt:

M={m,,...,m,} trennbare Menge fir L(A)

O {d*(gy,m,), .., d*(qo,m,)} paarweise unterscheidbar
0 o) 0 @ 0
trennt| e 0 00 | 001 < 1 - N
e 01 1 e
0 1 e : y ot
e . Einfachster Automat fur

S*00 S*1
001
? 1
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Klammersprache nicht endlich erkennbar

n L ={e 0, 00, (0) (0)O. 0(0). 000, .. }

= Menge aller wohlgeformten Klammerausdriicke

n Eine trennbare Menge ist z.B.: {e, (, ((, (((, ((((, ... }, denn

n ) trennteund (, denne) T Ly, aber () T Ly,

n )) trennt e und)), denne)) T L, aber (()) T Ly,
n

fur ntk:

n )" trennt ("und (v,  denn (")" T L, aber ()" T Ly,

n

Folglich hat jeder Automat, der L, erkennt,
unendlich viele Zustéande

n Es gibt keinen endlichen Automaten, der die Sprache aller wohlgeformten
Klammerausdricke erkennt !!!
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Palindrome nicht endlich erkennbar

n Ly ={wRfw | w T{a,b,c}* } = Menge aller Palindrome tiberS={a,b,c}

n Eine trennbare Menge ist z.B.. {a"b | n 3 0 }, denn
fir k>130 gilt:

akbba* TL , aber albba“ T L,

pal

n Folglich gibt es keinen endlichen Automaten, der L ., erkennt

pal
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‘Lange Worte in kleinen Automaten

n A sei ein endlicher Automat mit k Zustéanden

Istw T L(A) mit |w|3 k, dann hat jeder Lauf fiir w einen Zyklus.

n Klar, weil der Lauf mindestens k+1 Zusténde besucht.
Es gibt aber nur k verschiedene Zustande, also muss ein Zustand mehrfach besucht werden.

w lasst sich zerlegen als w = xyz mit |xy| £k, |y| 31
n X :den Teil vor Beginn des ersten Zyklus, vy : den Zyklus und z : den Rest.

dann sind aber auch R R
xz TL(A), xyyz IL(A), xyyyz IL(A), .., xykz IL(A), fir alle k3 0.

2o O O—O— @O~ O~ O—~@=O—O~5@
Qo—(_— q)—(_—
AN J

— NG
YT Y Y
X y Z
Zyklus

1
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‘Lange Worte in kleinen Automaten

n A sei ein endlicher Automat mit k Zustéanden

Istw T L(A) mit |w|3 k, dann hat jeder Lauf fiir w einen Zyklus.

n Klar, weil der Lauf mindestens k+1 Zusténde besucht.
Es gibt aber nur k verschiedene Zustande, also muss ein Zustand mehrfach besucht werden.

w lasst sich zerlegen als w = xyz mit |xy| £k, |y| 31
n X :den Teil vor Beginn des ersten Zyklus, vy : den Zyklus und z : den Rest.

dann sind aber auch R R
xz IL(A), xyyz IL(A), xyyyz IL(A), .., xy"z IL(A), fur alle n =3 0.

—

@Wo W
g "/ "/
v
X

1
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Pumping Lemma

W=XYZ
So dass
n O<|y| £|xy| £k

n ""niNat:xy"z TL .

FUr die Sprache L eines endlichen Automaten gibt es eine Zahl Kk,
so dass jedes Wort w T L mit |w| 3 k sich zerlegen lasst als

Also: jedes grofe ( Jw| 2 k) Wort hat im vorderen Bereich
(Ixy| £ k) ein nichtleeres Teilwort y, das sich ,,aufpumpen” Iasst:

[ —— k ——

W = X Y,

X Z TL

X . Y, TL
X \'4 )

etc.

TL
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n Lyp, = {@"b" | n 3 0} ist nicht durch endl. Automaten erkennbar.

Angenommen, L ware regular. Dann gabe es ein k wie im Pumping Lemma.
Jedes k-grofle ("]w| 3 k) Wortw TL_,, hatte im k-vorderen Bereich (|xy|£ k)
ein nichtleeres Teilwort y, das sich ,,aufpumpen” lasst.

Wir betrachten jetzt das Wort akbX
1. esistinl,,,
2. esist k-gross ( |w|=2*k > k)

Es musste im k-vorderen Bereich ein Teilwort haben, das sich aufpumpen lasst
n der k-vordere Bereich besteht aber nur aus a's

n Wenn wir hier einen nichtleeren Teil y aufpumpen, bekommen wir ein Wort mit mehr
a's als b's

n das ware nicht mehrinlL,,, . Widerspruch !
| X 1yl oz | | X 1y Yyl oz |
aaaaaaaaaaabbbbbbbbbbb I'L  aber aaaaaaaaaaaaaabbbbbbbbbbb TL
\ > A > J ol
k k ZU viele a-S

Es gibt daher keinen endlichen Automaten A mit L_.,,=L(A)
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n Leoe ={@™ | m3 3} ist Sprache keines endl. Automaten

Du wahlst ein Kk, // Allguantor
n ich wahle w=ak (garantiert |w| 3 k) // EXistenzquantor
n du zerlegst w=ak als uzv mit |Juz| £k, |z|] 31 // Allquantor
n dannistuv I Lg,, denn: // ich pumpe ab

sei |z]=j £ k dann ist Juv| = k!-j > (k-1)! falls k 3 3.

Es gibt daher keinen endlichen Automaten A mit L¢,.=L(A)
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n Lge = {@™b" | m1r } ist nicht Sprache eines endl. Automaten

Pumping Lemma direkt anwenden ?
n geht - aber schwierig

Besser: Ware L ¢ = L(A), dann wéare
I—ambm =~ (S*_Ldiff) C a*b*

auch Sprache eines endl. Automaten. \Widerspruch!

Es gibt daher keinen endlichen Automaten A mit L =L(A)
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n Ldiff = {ambr I mir } TRENNEN ETZT

AUCH UNSEREN
maLL!

{a']i30} istunendliche trennbare Menge
trenne a' von allen al (i1j) mittels b

n L. ={ab" | m30}

ambm ~

{a' ] i30} istunendliche trennbare Menge
trenne a' von allen al (i1j) mittels b

n Lfact:{am!lmso}

{a™-" | n30 }ist unendliche trennbare Menge
trenne a™" von a™™ (ntm) mittels a"

Es gibt daher keine endlichen Automaten A mit
Lece=L(A), Lypm=L(A), Lgier=L(A).

ambm
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““Unendliche Automaten

n Fur jede Sprache L T S* gibt es einen unendlichen Automaten,
der L akzeptiert

Beweis: A=(5* S, d, e, L), d.h.
n Zustande : Worte Uber S
n Anfangszustand: e
n Endzustande : die Worte aus L
n d(w,a) :=wa

Es folgt d*(w,v) = wv fir alle vywIS*  // Induktion

Dann gilt:
n wT L(A) U d*(ew) TL // Def. A
Uewl L // Eigenschaft d* (s.0.)
UwllL

unendlicher
Automat flr
Palindrome
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“"Minimalautomat

n Aus dem bisher gezeigten folgt

Ist jeder Zustand in A erreichbar, dann ist A/~ ein Automat mit minimaler
Anzahl von Zustanden, der die gleiche Sprache erkennt

n Gegeben A, wie kann man A/~ konstruieren ?

Entferne alle nichterreichbaren Zustande

Berechne ~ und faktorisiere
n schwer, wie soll man alle w I S* durchprufen ?

n Alternative:

Entferne alle nichterreichbaren Zustande
Wirf zunachst alles Zustande zusammen

trenne zwei Zustande p, q, falls notig
n NOtig heilt: trennbar
n Geht effizient
n muss maximal Worte der Lange |Q| betrachten
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Axiome flr trennbar

np,q trennbar U @ (p ~q)

~ war groflite Relation mit
. p~q P (pPIFUQqIF) U (pI FUQqT F)
2. ""als:

p~q b d(p.a)~d(q,a)

Mit der logischen Aquivalenz (xPy) U (@y b @x) folgt:

trennbar ist kleinste Relation mit
1. () IFUqTF) b p,qtrennbar
2. "als:
d(p,a), d(g,a) trennbar B p,q trennbar
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Minimierung

n A/~ ist Automat mit
L(A)=L(A/~)
Unter allen Automaten B mit L(A) = L(B)
hat A/~ minimale Anzahl von Zustanden

n Wie kann man A/~ effizient konstruieren ?
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S v 1 - Maxime: trenne Zustande von A
Mlnlmlerung nur wenn notwendig
1. Trenne Endzustanden von

n A/~ ist Automat mit Nicht-Endzustanden

L(A)=A(A/~)
Unter allen Automaten B mit L(A) = L(B)
hat A/~ minimale Anzahl von Zustanden

n Wie kann man A/~ effizient konstruieren ?

@ 5
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“Minimierung

A/~ ist Automat mit
L(A)=A(A/~)
Unter allen Automaten B mit L(A) = L(B)
hat A/~ minimale Anzahl von Zustanden

n

Wie kann man A/~ effizient konstruieren ?

n

Maxime: trenne Zustande von A
nur wenn notwendig

Trenne Endzustanden von
Nicht-Endzustanden

Wahle Zustande p,q, die noch

nicht getrennt sind und a TS.
Wenn d(p,a), d(g,a) schon
getrennt, dann trenne
auch p von g.

{p1Q] d(p,a) TF}
{pTQ] d(p,a)1Q-F}

Q-F
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M | N | m |e r'un g Maxime: trenne Zusténde von A

nur wenn notwendig

1.  Trenne Endzustanden von

n A/~ ist Automat mit Nicht-Endzustianden

L(A)=A(A/~)
Unter allen Automaten B mit L(A) = L(B)

hat A/~ minimale Anzahl von Zustanden > Wihle Zustande 0.0, die noch

nicht getrennt sind und a TS.
Wenn d(p,a), d(g,a) schon
getrennt, dann trenne
auch p von g.

3. Bis nichts mehr getrennt wird

n Wie kann man A/~ effizient konstruieren ?
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“Darstellung in JFLAP

Partitionsbaum

. /*\
= Manfinal Final

ol .

o,1,.2, 3,5 6

0,356

0.1.2.3.4.5.8 Nichts getrennt

(B) Q-FvonF

2) Trennung
\ nach a

N Trennung

0,5 &

— nach b

Schon fertig (Kleines Beispiel)
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"Fertiger Automat

n Die Zustande des Minimalautomaten
sind die Blatter des Partitionsbaumes

n Transitionen: Reprasentantenweise

0,1,2,3,45, 6

Monfinal
o, 1.5. 31. 5.6
a,b
0,356
b b
a,b
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~ Andere Méglichkeit: Tabelle
n Tabelliere Trennbarkeitsrelation

Trenne F und Q-F

Fir alle e 1S,
0 b fur alle p<q
a Falls d(p,a), d(g,a) schon getrennt,
dann trenne p und q

B
q &

Wiederhole bis eine Runde lang

° nichts getrennt wurde
® P
“ 0o/ 91/02/95 94|05/
g Aol | X| X/X X
of X X X [X
. s d, X X X |X
J- X | X|X
J4 X X
Os
U6
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< JFLAP : {minimizel. jff)
File Input Test Convert Help

Minimization |

Complete
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B
“Automaten mit Ausgabe

n Automaten mit Ausgabe haben zusatzlich

ein Ausgabealphabet G

eine Ausgabefunktion
n entweder 1:Q ®G (Moore-Automat)
n oder 1:Q S®G (Mealy-Automat)

a/
(p———@
d(p,a) =g
g(p,a) =r

n Automaten ohne Ausgabe heillen demgegentber auch: Akzeptoren
n Automaten mit Ausgabe: Transducer
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i1
Scanner als Automat

n Scanner: Automaten, die
mehrere Sprachen

erkennen [2-20-9]

Q~ 20\9]

Jede Sprache entspricht
Teilmenge der
Endzustéande

\a’\(\'\»l\

Ausgabe-Token halt fest,
aus welcher Sprache das
erkannte Wort ist @ =@

Versuche, moglichst

langes Préafix zu erkennen :

q; P ifToken fehlende Transitionen
dann wird abgeschnitten ds P identifier gehen auf

q; P num qs P Error
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